Teorie k pocetni casti

Matematika 2, 2022/23
vytah teorie ze cviceni

Parcialni derivace (10 bodi)
Tabulka s derivacemi.
Navod

e D(f) - urcit a nakreslit

e urdit, zda je funkce definované po vétvich - v tom pripadé si nakreslim mnoziny, na kterych ma riazné
predpisy

e zjistim, zda a kde je funkce spojita (potieba napt. k vété 44)
e ve vnitfcich ziskanych mnozin vypocitam parcidlni derivace
e pokud je funkce na hranicich mnoZzin definovana, spoc¢tu zde derivace zvlast - z definice/dle véty 44.

— Aby parcidlni derivace dévala smysl, musi byt funkce definovana na tiseéce prochazejici danym
bodem v pfihodném sméru (napf., pokud funkce neni tésné nad bodem z definovana, nema
smysl tam pocitat derivaci podle y.)

Definice (Parcialni derivace). Necht f je funkce n proménnych, j € {1,...,n},a € R™. Pak ¢islo
o te.) —
7f (a) — hm f(a + el) f(a) —
6x]~ t—0 t
— lim flar,...;ai—1,a; +t a1, ... an) — f(ai,...,an)
t—0 t

nazyvame parcidlni derivaci (pruniho tddu) funkce f podle j -té proménné v bodé a (pokud limita
existuje).

Aritmetika derivaci: (f+¢9)=f+¢, (f-9)/=f -9+ f-7, (i) _ Io=1g
Derivace slozené funkce: (fog)'(z) = f'(g(z)) - ¢'(2)

Véta 44 - ZS (Vypocet jednostranné derivace). Necht realna funkce f je spojita zprava v bodé a € R a
existuje lim,q+ f'(z). Pak existuje f/ (a) a plati f! (a) = lim,_.4 f/'(x). Leva strana analogicky.

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R",a € G, f € C1(G). Pak graf funkce

T(z) = f(a) + ) fr,(a) - (z; — i)
i=1

je tecnd nadrovina fe grafu funkce f v bodé [a, f(a)].
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Implicitné zadana funkce (10 bodi)

Navod

e anulujeme rovnici a nenulovou stranu oznac¢ime jako F

e spoCteme parcialni derivace F'

e ovéfime predpoklady véty 22, resp. véty 23

e dle véty 22, resp. 23, spocteme ¢, resp. ¢’, 1’ pomoci nasl.

— pomoci Fetizkového pravidla

— metodou: zderivuji rovnost F(z,¢(x)) = 0 podle pfislusné proménné, vyjadrim ¢’

e dosadime spoctené do te¢né nadroviny z definice

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r,s € N a necht G C R*, H C R" jsou oteviené mnoziny. Necht
©01,...,0p € CHQ), f € CYH) a bod [p1(z),...,¢-(2)] € H pro kazdé z € G. Potom sloZena funkce
F : G — R dana predpisem

F(z) = f(p1(2), p2(2), ..., or(2)) 2 € G,

je t¥idy C! na G. Necht a € G a b = [p1(a),...,¢r(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

OF = 0f . 9
i, = 2 5, O, @)

Véta 21 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht i,5 € {1,...,n} a funkce f ma na okoli bodu a € R"

obé parcialni derivace 8328];_ a 853;_, a tyto funkce jsou v bodé a spojité. Pak plati
2 J J 2

T
8:}0@-6:@ N 8:338331 '

Véta 22 (o implicitni funkci). Mé&me otevienou mnozinu G C R™*! a bod [z, 1] € G. Uvazujme funkci
F : G — R spliujict:

(i) FeCl(qG),
(11> F(I‘O,yo) = 07
(iii) 95 (wo,30) # 0.

Pak existuje U okoli bodu z (v R™) a okoli V' bodu yy (v R) takova, ze pro kazdé x € U existuje pravé
jedno y € V spliwjici F(z,y) = 0. Oznacime-li tot y jako ¢(z), pak takto vznikla funkce ¢ € C1(U) a

OF
dy %(90790(37)) .
—(x)=—F2——prozeUje{l,...,n}
Oz O (2, ()

Poznamka. Vzdy plati, ze ¢(x0) = yo.
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Véta 23 (O dvou implicitnich funkcich). Mé&me otevienou mnozinu G C R"*2 a bod [zg,70] € G.
Uvazujme dvé funkce Fy, F5 : G — R spliwijici pro n&jaké k € NU {+o0}:

(a) Fy, Fy € CHG),

(b) Fi(zo,y0) =0, F>(x0,%0) =0 a

oF,  oF
91 Oy oF OF oF OF

(c) oy o, (0, y0) = Fy1 (%0;%0) - 5,2 (%0, 40) — Gy (To, Yo) - 3,2 (X0, y0) # 0.
dyr Oy2

Potom existuje U okoli bodu z¢ (v R™) a okoli V bodu yo (v R?) takova, Ze pro kazdé = € U existuje
jediné y € V spliwjici Fi(z,y) = 0 = Fy(z,y). Muzeme tedy reprezentovat [y1,y2] = [p(z),1¥(x)] pro
néjaké funkee @, € C*(U).

Poznamka. Obvykle dostaneme soustavu rovnic o proménnych z,y,u,v. Pak bod xg vé vété vyse je z
naseho zadani [zg, o] a bod yo je z naséeho zadani bod [ug, vo]. Vzdy plati ¢(zo, o) = wo, Y (0, yo) = vo
a Fy (CC, Y, @(‘rv y)7 1/1(937 y)) =0 na JIStém okoli [x07 ?/0]

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R",a € G, f € C}(G). Pak graf funkce
T(z) = f(a)+ Y _ fr,(a) - (z; — a;)
i=1

je tecnd nadrovina ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Poznamka (Prohozeni souradnic). Chceme-li ukazat, ze zadané rovnost uréuje implicitné zadanou funkci
jinych proménnych, nez obvykle, sta¢i v postupu prohodit souradnice. Vizte priklad nize.

Pi¥iklad. Ukazte, Ze rovnice 22 4+ y? = 1 uréuje na okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkci ¢ proménné
y. (nikoli proménné x).

Postup bude stejny, akorat tam, v postupu prohodime vyskyty FJ, Fé - tj. pfi ovéfovani (iii) ve vété
22 budeme zjistovat, zda F(zo,yo) # 0 atd.

Extrémy funkce vice proménnych (15 bodii)
MnozZiny v R"
Znaceni. Namisto z € R": V(z), kde V(x) je néjaka vlastnost pro bod x € R", budeme psat [V (z)].

Definice. Bud M c R".
Bod z € R” je

e vniting bod mnoziny M, pokud 3r > 0: B(x,r) C M
e hranicni bod mnoziny M, pokud Vr > 0: B(x,r)N"M #0 a B(x,r)N (R"\ M) # 0.

Déle Int M = [z je vnitini bod mn. M| je vnitfek mnoZiny M a H(M) = [z je hrani¢ni bod mn. M]
je hranice mnoZiny M. Uzdvér mnoziny M je mnoZina M U H(M), znacime ji M.

Mnozina M je oteviend (v R™), jestlize je kazdy jeji bod zéarovenn vnitinim bodem. MnoZina M je
uzaviend (v R™), jestlize H(M) C M (respektive, pokud M = M).

Véta 4. M C R" je oteviend <= R"\ M uzaviena a naopak.
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Véta 2, 5 (vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin). V R™ plati:
e (),R™, libovolné sjednoceni otevienych, kone¢ny prinik otevienych jsou oteviené mnoziny
e (), R™, libovolny prinik uzavienych, koneéné sjednoceni uzavienych jsou uzaviené mnoziny
Véta 11. Necht f je spojita funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
e mnoziny [f > ¢|,[f < c] jsou otevieng,
e mnoziny [f < c|,[f =], [f = ¢] jsou uzaviené.
Definice. Mnozina M C R™ je omezend, pokud existuje r > 0 t.z. M C B(0,r).

Véta 12 (Charakterizace kompaktnich mnozin). Mnozina M C R”™ je kompaktni, pravé kdyz je uzaviené
a omezena.

Extrémy
Navod
e vySetiim kompaktnost M - véta 14
e vySetfim f na Int M - véta 16
e vySetiim f na H(M)
— multiplikatory - véty 24, 25 (pozor je potieba, aby G oteviend — feSime na Int G a piipadné
vySetfime zv1ast f na H(G))
— bod H (M) lze vyjadiit jako bod zavisly na méné proménnych = dosadim jej do f a zkoumam
dal
e porovnam hodnoty ve v8ech bodech podezielych z extrému a vyberu nejvétsi a nejmensi.

— M komp. = jde o maxima a minima

— M omezena, ale ne komp. = zkoumam na M a pokud extrémy vyjdou v bodech, které
nejsou v M, tak jde pouze o infima/superema

— M neomezena —> je tieba né&jakym trikem ukazat, Ze jde skutetné o maximum/minimum
(odhady, pomoci derivaci apod.).

Véta 14 (o nabyvani extrémi). Je-li M C R™ neprazdna kompaktni mnozina a f: M — R spojita, pak
f na M mnabyva svého maxima i minima.

Véta 16 (nutna podminka lokalniho extrému). Necht G C R™ je ot. mn., a € G a funkce f: G — R" ma

v a lokalni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati, ze %(a) bud neexistuje, nebo je rovna nule.
J

Véta 24 (Lagrangeova véta o multiplikitoru). Necht G C R™ je oteviena mnozina a f,g € CYG).
Oznactme M = {z € G: g(x) = 0} a necht & € M je bodem lokalniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Potom je splnéna alespoinl jedna z nésledujicich podminek:

(I) Vg(z) = o,
(IT) existuje A € R spliwjici Vf(Z) + A\Vg(z) = 0.

Véta 25 (Lagrangeova véta o dvou multiplikatorech). Necht G C R™ oteviena mnozina, f, g1, g2 € C1(G).
Oznatme M = {x € G: gi1(x) = g2(z) = 0} a necht bod & € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z podminek:

(I) existuje k € R t.7. Vg1(Z) = kVga(Z)
(IT) existuji a, B € R spliwjici Vf(2) + aVg1(Z) + fVg2(Z) = o.

Matematika 2, 2022/23 4



Primitivni funkce, uréity integral (15 bodi)

Definice. Funkce F' je primitivni funkce na otevieném neprazdném intervalu I k funkei f, pokud F' = f
na celém I. Znacime [ f = F, respektive [ f(z)dx = F(x).

Véta (linearita integralu). Necht f, g jsou spojité funkce a a,b € R. Pak plati

/af(x) + bg(z)da = a/f(x)dx—i—b/g(x)dx.

Véta (per partes). Necht u,v jsou spojité funkce na I. Pak plati

/ /
/u.v :u-v—/u - .

Véta (substituce). Bud F primitivm’ funkee k funkci f na intervalu (a, b) a ¢ diferencovatelna funkce na
(0, 8). Jeli ¢ (@, 8)) C (a,b), pak plati

[ He@)e' @) do = F(o(a) proa € ()
Parcialni zlomky

Rozklad na parcialni zlomky

e funguje v pripadé, Ze Citatel je nizSiho fadu, neZ jmenovatel - pokud tomu tak neni, tak nejdiiv
provedeme déleni polynomu polynomem

e jmenovatele rozlozim na soucin - co nejvic to jde, dostanu nejvyse kvadratické ¢initele

e napisSu zadany zlomek = soucet zlomku takto:

— ve jmenovateli je (ax +b)" = napravo napisu —= +b +- 4 (afo"b)n
— ve jmenovateli je (ax? + bz + ¢)” == napravo napisu % + - M%

e ziskanou rovnici pfendsobim jmenovatelem
e upravim do tvaru ... = (.. )a" + (.)z" P+ + (L) 4+ (L)
e provonam koeficienty u stejnych mocnin x — soustava

e vyre$im soustavu — dostanu hodnoty A;, B;

Poznamka. Pii rozkladu jmenovatele: pokud kvadraticky trojclen lze rozlozit na soucin, tak jej rozlozim
( jinak by mohl vyjit zlomek, ktery nelze zintegrovat).

Navod /napovéda

Citatel alespon stejného stupné, nez jmenovatel — déleni mnohoc¢lenu mnohocélenem

rozklad na parcialni zlomky

f (a$+b) dx — substituce

S/ %dx — substituce

. f 3 Jrbdac — substituci prevedeme na f 5 Jrldy

Ik mdx — doplnénim na ¢tverec, pfevedeme na predchozi pripad

«J mdx = [ m — substituce u = tant
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Goniometrické substituce, odmocniny

1M Vizdy je tfeba si hlidat definiéni obory !!!
Goniometrické substituce
Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomi dvou proménnych).

e R(—sinx,cosz) = —R(sinz,cosz) = t =cosz,dt = —sinzdx
e R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosx) = t =sinz,dt = coszdz

e R(—sinz,—cosz) = R(sinz,cosx) = t=tanz prow € (-5 +km, 5 + kn) k€ Z.

Pak )
1 t 1 t
der = ——dt, sinz = ——, cos’x = ——, sinxcosx =
t2+1 1+¢2 1+¢2 1+¢2
o Vidy: t =tan § pro x € (—7 + 2kn, 7 + 2kn) |k € Z.
Pak )
2 i 2t 1—t
dx:mdt, smx:m, cosT = e
Odmocniny

Necht R(-,-) je racionélni funkce dvou proménncyh (jde o podil dvou polynomii dvou proménnych).
U nize uvedenych substituci: k dopoctu dt¢ nejdiive vyjadiime x v zavislosti na ¢ a pak teprve derivujeme
(vizte piiklad nize)

° R(x, m\/x+a),m€N,m>1, = t= YYr+a

° R(m, m\/g;”ig),meN,m>1,a,b,c,d€R,ad;«ébc = t= ’",/‘Clgig
. R(x,\/a:c2+bx+c)
o ar? +br+c=alr—x1)? = Var?+bx+c= /alz — x|

0 ar? +bu+c=ale —w1)(w —32) = 1=\ fat=
o az? + bx + ¢ nemé kofen = t = vaz? +br +cEx\/a

Poznamka. Vyskytuje-li se v integralu vice odmocnin, pfevedeme je na mocniny téZe odmocniny (napf.

VZ a ¥z prevedeme na (¢/z)° a (¥/7)%).

Lepeni

Véta (Lepeni). Necht I je neprazdny otevieny interval, f, F': I — R jsou spojité funkce, ¢ € I a pro
kazdé x € I\ {c} plati F'(z) = f(z). Potom F' = f na I.

Jak lepit
Necht a,b,c € R,a < b < ¢, f: (a,c) = R spojita funkce. Budiz F;: (a,b) — R, G1: (b,¢) — R spojité
t.z. F{ = f na (a,b) a F}, = f na (b, c).
Pak nalezneme konstantu K € R t.z. F;(b—) + K = Fa(b+).
Fi(z)+ K, z¢€(ab)
Definujeme funkci F'(z) := { Fy(b—) + K, z =10
Fy(z), z € (b,c).
Pak F' = f na (a,c).
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Urcity integral

Definice (Ur¢ity integral). Necht a,b € R,a < b, f: (a,b) — R a F ke primitivni funkce k f na (a,b).
Pak )

/ f(x)dez = F(b—) — F(a+),
kde

F = lim F F(b—)= lim F
(at) = lim F(z), F(b—)= lim F(z),

pokud limity i jejich rozdil existuji jako prvky R* = R U {—o00, 00}.
Znaceni. [F(z)? = F(b—) — F(a+), navic pro a < b definujme [F(z)]¢ jako — [F(z)]°.

a

Poznamka. Nékteré integraly na nekone¢nych intervalech vychézi konecné, jiné nekonecéné. Napt. lze
ukazat: floo %dx =00 a floo x%dx =1< 0.

Véta (Aditivita integralu). Necht a,b,c € R*;a < ¢ < b.

(i) Pokud existuje ff f(x)dz, pak existuji i [ f(z)dz a fcb f(z)dz a plati

Lvmmzl?@m+lvwm.

(ii) Pokud existuji fac f(x)dz, fcb f(x)dz a f je v ¢ spojita, pak existuje i f; f(z)dz a je roven facf(m)dm—k
fcb f(z)dz.

Véta (Substituce pro uréity integral). Necht a, 8 € R* ¢ je diferencovatelna na intervalu (o, 8) a ryze
monotonni a F' je primitivni funkce k funkci f na intervalu (¢(a), p(5)). Pak

B
| fetane @ ds = FWI).

Mize se hodit

Limita sloZené funkce: Bud ¢,D,A € R*, a jsou f a g funkce. Necht plati, ze lim,_,.g(z) = D a
lim, ,p f(xz) = A. Necht plati alespon jedna z podminek:

(P) In>0Vz € P(c,n) : g(z) # D,
(S) f je spojita v D.
Pak plati lim,_,. f(g(z)) = A.
o (a+b)" =37 (Hamrk e sin(2z) = 2sin(z) cos(x)
o (i) =mpspnnl=n-(n-1)-...-2-1 e cos(2z) = cos?(x) — sin?(x)

Znamé limity

o limg o2 = 1 o iy o 222 = 1 o lim, o Htan |
: e’—1 .
o limg 0 7= =1 e lim, ,; %f =1
: l—coszx 1
; log (1 . ~ e lim I—eosr 2
e lim, ,g og (x-i-ﬂf) -1 o lim, o arcsinz _ | x—0 ;2 2

xT
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